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Cel prezentacji

Zaproponowanie estymatora kowariancji pomiędzy 
estymatorami wartości średniej w schemacie Pathaka. 

Zamiar ten zrealizowano poprzez uogólnienie znanego 
estymatora wariancji estymatora średniej zaproponowanego 
przez Pathaka [1976].
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Oznaczenia

▪ Populacja skończona:

𝑈 = 1, … , 𝑁

▪ Badane cechy: 
𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑁)
𝒚 = (𝑦1, … , 𝑦𝑁)

▪ Wartości średnie: 

ҧ𝑥 =
1

𝑁


𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖

ത𝑦 =
1

𝑁


𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖
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Schemat Pathaka

▪ Koszty:

 𝒄 = (𝑐1, … , 𝑐𝑁)

▪ Budżet badania 𝐵:
𝐵 > max

𝑖≠𝑗∈𝑈
{𝑐𝑖 + 𝑐𝑗}

Losujemy do momentu, gdy suma kosztów zbadania wartości 
cech wylosowanych elementów przekroczy lub osiągnie 
budżet. 

[Pathak, 1976]  
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Schemat Pathaka
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▪ Próba wylosowana schematem Pathaka:

𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, … . , 𝑠𝑀+1), 𝑠𝑖 ∈ 𝑈

▪ Zdefiniujmy:

𝑇𝑀 = (𝑀, 𝑠1, 𝑠2, … . , 𝑠𝑀 , 𝑠𝑀+1)

Odnotujmy, że 𝑇𝑀 jest statystyką dostateczną [Pathak, 1976].

 

▪ Ponadto oznaczmy:

𝑥(𝑖) = 𝑥𝑠𝑖

𝑦(𝑖) = 𝑦𝑠𝑖



Twierdzenie Pathaka

Nieobciążone estymatory średnich oparte na próbie 
wylosowanej schematem Pathaka dane są wzorami:

ҧ𝑥𝑀 =
1

𝑀


𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖

ത𝑦𝑀 =
1

𝑀


𝑖=1

𝑀

𝑦(𝑖)

[Pathak, 1976]  
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(1)

(2)



Dowód

Zauważmy, że 𝑥(1) jest nieobciążonym estymatorem ҧ𝑥 . Oznaczmy 

𝑡1 = 𝑥(1). Niech 𝑘 > 1 oraz niech 𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑘 , 𝑈𝑗 ∈ 𝑈. Załóżmy, że 

𝑇𝑀 = ൫𝑘, 𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑘 , 𝑈𝑗). 

Wówczas 

𝑃 𝑠1 = 𝑈1 𝑇𝑀 = ⋯ = 𝑃 𝑠1 = 𝑈𝑘 𝑇𝑀 =
1

𝑘
  oraz 𝑃 𝑠1 = 𝑈𝑗 𝑇𝑀 = 0.

Zatem 

𝐸𝑡1|𝑇𝑀
𝑡1 𝑇𝑀 =

1

𝑘


𝑖=1

𝑘

𝑥𝑈𝑖
=

1

𝑀


𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 = ҧ𝑥𝑀 .
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Dowód

Korzystając z własności warunkowej wartości oczekiwanej

𝐸𝑌 𝐸𝑋|𝑌 𝑋 𝑌 = 𝐸𝑋(𝑋) 

otrzymujemy, że

𝐸( ҧ𝑥𝑀) = 𝐸𝑇𝑀
𝐸𝑡1|𝑇𝑀

𝑡1 𝑇𝑀 = 𝐸𝑡1
𝑡1 = ҧ𝑥.

Zatem ҧ𝑥𝑀 jest nieobciążonym estymatorem ҧ𝑥.

Analogicznie pokazujemy, że ത𝑦𝑀 jest nieobciążonym estymatorem ത𝑦.
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Twierdzenie 2 

a)

𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥 𝑀, ത𝑦𝑀 =
1

2𝑁(𝑁 − 1)


𝑗,𝑘=1,𝑗≠𝑘

𝑁

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑘) 𝐸
1
𝑀 𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘 −

1

𝑁
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Twierdzenie 2

b) 

Nieobciążony estymator 𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀, ത𝑦𝑀  dany jest wzorem:

መ𝐶𝑥𝑦 = Δ ⋅  

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 (𝑦(𝑖) − ത𝑦𝑀),

gdzie

Δ =
1

𝑀
−

1

𝑁

1

𝑀 − 1
.
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Dowód

b) 

Załóżmy, że 𝑒( ҧ𝑥 ത𝑦) jest nieobciążonym estymatorem ҧ𝑥 ത𝑦 oraz niech

መ𝐶𝑥𝑦 = ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − 𝑒 ҧ𝑥 ത𝑦 .

Zauważmy, że 

𝐸 መ𝐶𝑥𝑦 = 𝐸 ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − 𝐸 𝑒 ҧ𝑥 ത𝑦 = 𝐸 ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − ҧ𝑥 ത𝑦 =

𝐸 ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − 𝐸 ҧ𝑥𝑀 𝐸 ത𝑦𝑀  = 𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀 , ത𝑦𝑀

Zatem መ𝐶𝑥𝑦 jest nieobciążonym estymatorem 𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀 , ത𝑦𝑀 .
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Dowód

b) 

Zauważmy, że

ҧ𝑥 ത𝑦 =
1

𝑁


𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖

1

𝑁


𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖 =
1

𝑁2


𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖𝑦𝑖 +
1

𝑁2


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗𝑦𝑘

Rozważmy 

𝑡2 =
1

𝑁
𝑥(1)𝑦(1) +

𝑁 − 1

𝑁
𝑥(1)𝑦(2)

𝐸𝑡2
𝑡2 = 𝐸𝑡2

1

𝑁
𝑥(1)𝑦(1) +

𝑁 − 1

𝑁
𝑥(1)𝑦(2) =

1

𝑁2


𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖𝑦𝑖 +
1

𝑁2


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗𝑦𝑘 = ҧ𝑥 ത𝑦
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Dowód

b) 

Zatem 𝑡2  jest nieobciążonym estymatorem ҧ𝑥 ത𝑦  bazującym na dwóch 

pierwszych jednostkach. Niech 𝑊 = 𝐸𝑡2|𝑇𝑀
𝑡2|𝑇𝑀 .

Zauważmy, że 

𝑊 = 𝐸𝑡2|𝑇𝑀
𝑡2|𝑇𝑀 = 𝐸𝑡2|𝑇𝑀

൱
1

𝑁
𝑥(1)𝑦(1) +

𝑁 − 1

𝑁
𝑥(1)𝑦(2) 𝑇𝑀 =

=
1

𝑁

1

𝑀


𝑖=1

𝑀

𝑥(𝑖)𝑦(𝑖) +
𝑁 − 1

𝑁𝑀(𝑀 − 1)


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑀

𝑥(𝑗)𝑦(𝑘) =

= ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − Δ ⋅ 

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 (𝑦(𝑖) − ത𝑦𝑀) 
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Dowód
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b) 



Dowód

b)

Ponieważ 𝑊  jest funkcją 𝑇𝑀,  to 𝐸 𝑊 =  𝐸𝑇𝑀
𝑊 . Zatem korzystając z własności 

warunkowej wartości oczekiwanej otrzymujemy

𝐸 𝑊 = 𝐸𝑇𝑀
𝐸𝑡2|𝑇𝑀

𝑡2|𝑇𝑀 = 𝐸𝑡2
𝑡2 = ҧ𝑥 ത𝑦.

Zatem 𝑊 jest nieobciążonym estymatorem ҧ𝑥 ത𝑦. 

Podstawiając 𝑊 za 𝑒( ҧ𝑥 ത𝑦) do (5)

መ𝐶𝑥𝑦 = ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − 𝑒 ҧ𝑥 ത𝑦

otrzymujemy (4)

መ𝐶𝑥𝑦 = ҧ𝑥𝑀 ത𝑦𝑀 − 𝑒 ҧ𝑥 ത𝑦 = Δ ⋅ 

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 𝑦 𝑖 − ത𝑦𝑀 .
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Dowód

a) 

Odnotujmy, że 

𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀, ത𝑦𝑀 = 𝐸 መ𝐶𝑥𝑦 = 𝐸 ൯𝐸 መ𝐶𝑥𝑦 𝑇𝑀 .

Ponadto



𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖 − ҧ𝑥 (𝑦𝑖 − ത𝑦) =
1

2𝑁


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘

[Yuli Zhang, Huaiyu Wu, Lei Cheng, 2012]
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Dowód

a) 

Zatem dla ustalonej próby 𝑠 zachodzi



𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 (𝑦(𝑖) − ത𝑦𝑀) =
1

2𝑀


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑀

𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑘) 𝑦(𝑗) − 𝑦(𝑘)

 W szczególności 

Δ ⋅ 

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 (𝑦(𝑖) − ത𝑦𝑀) = Δ ⋅
1

2𝑀


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑀

𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑘) 𝑦(𝑗) − 𝑦(𝑘)
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Dowód

a) 

Zauważmy, że 

𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀, ത𝑦𝑀 = 𝐸( መ𝐶𝑥𝑦) = 𝐸൫ ൯𝐸( መ𝐶𝑥𝑦|𝑇𝑀) =

= 𝐸 ቍ𝐸 Δ ⋅ 

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 𝑦 𝑖 − ത𝑦𝑀 𝑇𝑀 =

= 𝐸 ൲𝐸 Δ ⋅
1

2𝑀


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑀

𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑘) 𝑦(𝑗) − 𝑦(𝑘) 𝑇𝑀
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Dowód

a) 

𝐸𝑇𝑀 ൲𝐸 መ𝐶|𝑇𝑀
Δ ⋅

1

2𝑀


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑀

𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑘) 𝑦(𝑗) − 𝑦(𝑘) 𝑇𝑀 =

= 𝐸 ቇ𝐸
1

𝑀
−

1

𝑁

1

2𝑀 𝑀 − 1
𝑀(𝑀 − 1) 𝑥(1) − 𝑥(2) 𝑦(1) − 𝑦(2) 𝑇𝑀 =

= 𝐸
1

𝑀
−

1

𝑁

1

2
𝑥(1) − 𝑥(2) 𝑦(1) − 𝑦(2)
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Dowód

a) 

Zatem

 𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀, ത𝑦𝑀 = 𝐸
1

2


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘

1

𝑀
−

1

𝑁
𝛼𝑗𝑘 ,

gdzie 𝛼𝑗𝑘= 1, jeśli 𝑠1 = 𝑗 i 𝑠2 = 𝑘 oraz 𝛼𝑗𝑘= 0 w przeciwnym przypadku.

Odnotujmy, że

𝐸 𝛼𝑗𝑘 = 𝑃 𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘 =
1

𝑁(𝑁 − 1)
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Dowód

a) 

Ponadto

𝐸
1

𝑀
 𝛼𝑗𝑘 = 𝐸 ቇ𝐸

1

𝑀
 𝛼𝑗𝑘 𝑠1, 𝑠2 =

1

𝑁 𝑁 − 1
ቇ𝐸

1

𝑀
𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘

Podstawiając (7) i (8) do (6) otrzymujemy

 𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥𝑀, ത𝑦𝑀 = 𝐸
1

2


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘

1

𝑀
−

1

𝑁
𝛼𝑗𝑘 =

=
1

2𝑁(𝑁 − 1)


𝑗,𝑘=1
𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘 𝐸 ቤ
1

𝑀
𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘 −

1

𝑁
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Porównanie z wynikami Pathaka

𝑉𝑎𝑟 ҧ𝑥 𝑀 =
1

2𝑁(𝑁 − 1)


𝑗,𝑘=1,𝑗≠𝑘

𝑁

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘
2

𝐸
1
𝑀

𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘 −
1

𝑁

𝐶𝑜𝑣 ҧ𝑥 𝑀, ത𝑦𝑀 =
1

2𝑁(𝑁 − 1)


𝑗,𝑘=1,𝑗≠𝑘

𝑁

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑘) 𝐸
1
𝑀

𝑠1 = 𝑗, 𝑠2 = 𝑘 −
1

𝑁
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Porównanie z wynikami Pathaka

𝑉𝑥 = Δ ⋅  

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀
2

መ𝐶𝑥𝑦 = Δ ⋅  

𝑖=1

𝑀

𝑥 𝑖 − ҧ𝑥𝑀 (𝑦(𝑖) − ത𝑦𝑀)
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Eksperyment symulacyjny

𝑁 = 100
𝒙 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁

𝒚 = 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑁

𝒄 = (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑁)

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) – realizacje z rozkładu 𝑁2 0,0 ,
1 𝜆
𝜆 1

 takie, że 𝑟 𝒙, 𝒚 ≈ 𝜆

𝑐𝑖 - realizacje z rozkładu 𝑈(0,100)

𝐵 = 500 – budżet badania

𝑅 = 106 - liczba replikacji próby
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Uśredniony መ𝐶𝑥𝑦  dla 𝜆 = 0.8
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Uśredniony błąd dla 𝜆 ≈ 0.8
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Uśredniony መ𝐶𝑥𝑦  w zależności od 𝜆
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Uśredniony błąd w zależności od 𝜆
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Podsumowanie

1. Rozważane estymatory kowariancji są nieobciążone.

2. Estymatory kowariancji mogą być przydatne do 
różnych celów np. ocena własności złożonych 
estymatorów parametrów populacji będących funkcjami 
wartości średnich lub globalnych.

30



Literatura

▪ Basu, D. (1958): On sampling with and without replacement, „Sankhya”,
20, 287-294

▪ Basu, D. (1969): Role of sufficiency and likelihood principle in sample
survey theory, „Sankhya”, 31, 441-454

▪ Gamrot W. (2014): Estymacja wartości przeciętnej uwzględniająca koszt 
pozyskania danych, „Wydawnictwo UE”, Katowice

▪ Hajek, J. (1959): Optimum strategy and other problems in probability
sampling, „Casopis Pest. Mat.”, 84, 387-423

▪ Pathak K. (1976): Unbiased estimation in fixed cost sequential sampling
scheme, „Annals of Statistics”, 4(5), 1012-1017

▪ Zhang Y., Wu H., Cheng L. (2012): Some new deformation formulas about
variance and covariance, „2012 Proceedings of International Conference
on Modelling, Identification and Control, Wuhan, China”, 987-992

31




	Sekcja domyślna
	Slajd 1: O kowariancji estymatorów Pathaka
	Slajd 2: Plan wystąpienia
	Slajd 3: Cel prezentacji
	Slajd 4: Oznaczenia
	Slajd 5: Schemat Pathaka
	Slajd 6: Schemat Pathaka
	Slajd 7: Twierdzenie Pathaka
	Slajd 8: Dowód
	Slajd 9: Dowód
	Slajd 10: Twierdzenie 2 
	Slajd 11: Twierdzenie 2
	Slajd 12: Dowód
	Slajd 13: Dowód
	Slajd 14: Dowód
	Slajd 15: Dowód
	Slajd 16: Dowód
	Slajd 17: Dowód
	Slajd 18: Dowód
	Slajd 19: Dowód
	Slajd 20: Dowód
	Slajd 21: Dowód
	Slajd 22: Dowód
	Slajd 23: Porównanie z wynikami Pathaka
	Slajd 24: Porównanie z wynikami Pathaka
	Slajd 25: Eksperyment symulacyjny
	Slajd 26: Uśredniony wielka litera C daszek indeks dolny x y dla lambda równa się 0.8
	Slajd 27: Uśredniony błąd dla lambda prawie równe 0.8
	Slajd 28: Uśredniony wielka litera C daszek indeks dolny x y w zależności od lambda
	Slajd 29: Uśredniony błąd w zależności od lambda
	Slajd 30: Podsumowanie
	Slajd 31: Literatura
	Slajd 32


