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Cel prezentacji

Zaproponowanie estymatora kowariancji pomiedzy
estymatorami wartosci sredniej w schemacie Pathaka.

Zamiar ten zrealizowano poprzez uogdlnienie znanego
estymatora wariancji estymatora Sredniej zaproponowanego
przez Pathaka [1976].
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Oznaczenia

Populacja skonczona:

Badane cechy:

Wartosci srednie:

Yy = (y1J '"ryN)
N
1
X =N2xi
=1
N
1
y:Nzyi
=1
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Schemat Pathaka

= Koszty:

C = (Cl, ey CN)

» Budzet badania B:
B > max {Ci + C]}

I#jeUu

Losujemy do momentu, gdy suma kosztow zbadania wartosci
cech wylosowanych elementéw przekroczy Ilub osiggnie
budzet.

[Pathak, 1976]
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Schemat Pathaka

= Proba wylosowana schematem Pathaka:
s = (81,52, ..., Sy+1), S;i EU

= Zdefiniujmy:

T = (M, {51,52, -, Sm}, Sm+1)
Odnotujmy, ze T); jest statystykg dostateczng [Pathak, 1976].

= Ponadto oznaczmy:
X)) = Xs;

Yi) = Ys;
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Twierdzenie Pathaka

Nieobcigzone estymatory sSrednich oparte na probie
wylosowanej schematem Pathaka dane sg wzorami:

_ 1

X =sz(i) (1)
=1
M

_ 1

Ym _sz(i) (2)

[Pathak, 1976]
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Dowod

Zauwazmy, ze x( jest nieobcigzonym estymatorem x. Oznaczmy
t; = x(1). Niech k > 1 oraz niech U;, U,, ..., Uy, U; € U. Zatbézmy, ze

TM == (k, {Ull Uz, e Uk}, U])
Wodwczas

1
P(sy = UslTy) = - = P(sy = Uy|Ty) = oraz P(s; = Uj|Ty) = 0.

Zatem

1y 1%
Et1|TM(t1|TM) = Ez Xy; = Mz X@i) = Xy -
i=1 i=1
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Dowod

Korzystajac z wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej
Ey(Exyy(XIY)) = Ex(X)
otrzymujemy, ze
E@y) = Eryy (Eeyry (t1To) ) = Ee (ty) = &

Zatem x,, jest nieobcigzonym estymatorem x.

Analogicznie pokazujemy, ze y,, jest nieobcigzonym estymatorem ¥.
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Twierdzenie 2

a)

s = k)~
S1.= 1,82 = N

(3)

N
COU(-’EM:}_]M) ZN(N — 1) z ( xk)(y] — yk) (E (%

Jj,k=1,j*k
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Twierdzenie 2

b)

Nieobcigzony estymator Cov(x,, yy) dany jest wzorem:

M
ny =A- Z(x(i) - fm)(Y(i) — Vm), (4)
i=1
gdzie
R EE !
“IM N|M-=1
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Dowod

b)
Zatozmy, ze e(xy) jest nieobcigzonym estymatorem iy oraz niech
Cry = ZuFu — e(X7). (5)
Zauwazmy, ze

E(Cyy) = EEnyum) — E(e(x)) = E(@yiu) — Xy =

ECeyyy) — EGm)E(y) = Cov(xy, yy)

Zatem C,, jest nieobcigzonym estymatorem Cov(xy, ).
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Dowod

b)

Zauwazmy, ze

Rozwazmy
1 N-1
L=y*XoYo t —y XY@

N N
1 N-—-1 1 1 __
E. (t;) = Ey, NEXOYD) T Ty XY | = mzxi}’i + 7 z XjYi = Xy

=1 J,k=1
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Dowod

b)

Zatem t, jest nieobcigzonym estymatorem xy bazujacym na dwodch
pierwszych jednostkach. Niech W = E; 7, (t2|Tn).
TM>=

Zauwazmy, ze

1 N-1
W = E,ir,,(t21Tu) = Et, i1y, ((qu)}’m t— x(1)3’(2)>

M
11 N -1
S NMLFOYO Y Ny =1 z X(HY (k) =
=1 Jj,k=1
j#k

= Xyym — Q- (X(i) - fM)()’(i) — Yum)
i=1 14
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Dowod

b) s D (xe — B 0y — ) =
M = M
1 1 _ -
=zl Yo tas z X(jYon — A Z(fcf)ycf) = X0y Y — Yo Xu + %ot - )
=1 JIk=1j=k =1
1y 1 Y 1% 1 <
= X +— XY A- X ¥y — X, X + X +— X iy Vi
w2 2 m¥m T s z Yk ~ Z( @Y ~X¥oYn — Yo ku zz ¥ T 33 z (;)JU»::)
M =1 M jk=Lj=k i=1 M =1 M jk=1j=k
1 M 1 M M 1 M 1 M 1 M
=— ) Xp¥o t— XV —4 XY — X }’;—}: x;—l— xz}x‘l‘ XY
2 L oY T s Yo — oY@ ()M o (]M 0T 2 LIOVO T DY)
=1 ik=1jzk i=1 Jk=1j#k
1 M 1 M M 2 i'l-':lr M M
=sz(x)y(z) T Z XY "'-"'(Z XY _E(Z XoYa + Z Im}’ck}) zzx(x)}’cz} + zz z xm}*ck})
=1 I.k=lj+k =1 =1 Jk=1.j+k i=11= i=1 jk=lj=k
M M
1 2 1 1 -2 1
=(E_'ﬁ'(1_ﬂ+ﬁ))z ”“‘JF(M? & (M +M)) D, oY
= Jk=1,j+k
M
1 M-1 1
vl w )Zw + G+ b wlar=zm) 2. oo
=1 Jk=1jzk
M
1
(szx(*)y‘”Jr(_M MN M—lM) Z Yo
JE=12k
M M M
NM—-1)+N-M 1 NM — M
=ﬁzx(133’(i) M-y Z XYoo = ﬁz Yot mEm—1) z XY
=1 Ik=Lj*k =1 Ik=1j+k
M M
1 Z ) N-1 Z ]
= 3N L 50V +m_ - XoYm 15
i=1 Jk=1jzk
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Dowod

b)

Poniewaz W jest funkcja Ty, to E(W) = Er, (W). Zatem korzystajac z wiasnosci
warunkowej wartosci oczekiwanej otrzymujemy

E(W) = Er,, (Et2|TM(t2|TM)) = E,(t;) = 7.

Zatem W jest nieobcigzonym estymatorem xy.
Podstawiajac W za e(xy) do (5)
ny = Xyyu — e(xy)

otrzymujemy (4)

A

M
ny = Xyyuy —e(xy) =A-

(xy = Zm) Yy — Im).
=1
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Dowod

a)

Odnotujmy, ze

Cov(En, Iu) = E(Cry) = E (E(Cuy|Tar)).

Ponadto

N N
1
E (x; =)y —y) = N E (xj — xk)(yj - yk)

jk=1
j#k
[Yuli Zhang, Huaiyu Wu, Lei Cheng, 2012]
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Dowod

a)

Zatem dla ustalonej proby s zachodzi

M
z (%0 = *a0) (Vi) = Yao)
k

Jk=1
j*k

- 1
Z(x(i) — %) Vi) — Fu) = M
i=1

W szczegdlnosci

M M
) ) 1
A- Z(X(i) —Zy) 0w — ) = Ao Z (xey = xa0) Gy = Yao)
i=1 fr=1
£k
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Dowod

a)
Zauwazmy, ze

COU(fM,_')_/M) = E(éxy) = E(E(éxleM)) =
TM> i
1

M
=E| E[A m z (X(j) _x(k))(y(j) _y(k)) Ty

k=1
j£k

=F| E (A . Z(x(i) — fM)(Y(i) - 3_’M)

=1
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Dowod

<
!

M
1
By | Eerme [ 8537 ) (o = %00) 0 = Ya)

jk=1
j#k

TM>> _

1 1 1
=E <E( Y N] 2M(M — 1) MM — 1)(x(1) - x(z))(y(l) B 3’(2))
1 1)1
= E( Y N] E(x(1) — x(Z))(y(l) - y(Z))>
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Dowod

a)
Zatem
1 N
Cov(Xy, yu) = E > z (xj xk)(yj Vi) [M_N] %jk | (6)
Jj,k=1
j*k

gdzie aj,= 1,jeslis; =j i s, = k oraz a;,= 0 w przeciwnym przypadku.

Odnotujmy, ze

1

E(ajk)=P(Sl=j,52=k)=m (7)
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Dowod

Ponadto

S1=J,8, = k) (8)

1 1 ! :
E <M ajk> =F (E <M Ak 51'52>) = N(N — 1)E <M

Podstawiajac (7) i (8) do (6) otrzymujemy

N
1 1 1
Cov(iky, V) = E > Z (xj - xk)(yj — )’k) [M - N] Ajk

Jk=1
j*k
1 N . .
— ZN(N— 1) z (x] _xk)(y] _yk)(E<M S1 :j'SZ — k) _N>
Jk=1
= 22
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Porownanie z wynikami Pathaka

N
1
VarGu) = =T z (xj—xk)2<E(%

1
(% —x)Vj — Yie) (E (% S1=j,8; = k) _N>

N
1

Cov(X p, Vy) = z

=1’]
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Porownanie z wynikami Pathaka

M
~ — \2
V=4 E(xa) — %)
i=1

M
éxy =A- Z(x(i) - fM)(Y(i) — Ym)
=1
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Eksperyment symulacyjny

N =100

x = (X1,X, ..., XN)
y = 1Y2 - In)
c =(cq,Cy, ., CN)

1 A

(x;,y;) — realizacje z rozktadu N, ([0,0],[/1 1

) takie, ze r(x,y) = 14

c¢; - realizacje z rozktadu U(0,100)
B =500 - budzet badania
R = 10° - liczba replikacji proby
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Usredniony C,, dla 1 =0.8
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Usredniony btad dla 1 = 0.8

0005

0.000
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0010 -

0015

0020
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Usredniony C,, w zaleznosci od A

010

005

000 -

005

010

10 05 00 05 10

lambda
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Usredniony btad w zaleznosci od A

4e 04

-10 05 00 05 1.0
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Podsumowanie

1. Rozwazane estymatory kowariancji sq nieobcigzone.

2. Estymatory kowariancji mogg by¢ przydatne do
roznych celdw np. ocena wiasnosci ztozonych
estymatorow parametréw populacji bedacych funkcjami
wartosci srednich lub globalnych.
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