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Model

y=Xw-+e
gdzie
my nx1
mw pxi1

mX=(x5) i=12,..,nj=12.,p
m X e Upyp(0,1) = sprezynowy uklad wagowy

m X € Ppyp(—1,0,1) = chemiczny uklad wagowy

E(e) = 0p, Var(e) = o2G.
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Estymator

mr(X)=p
W= (x’cr‘x)f1 X'G-ly

= Var (W) = 02 (X G1X)

M=X'G~'X macierz informacji dla uktadu X.
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Kryteria optymalnosci

Unxp(0,1) 2 raty) !
o101 o8 n(xe x)

’ —1
m uklad A-optymalny = tr (X G X)

’ —1
m uklad D-optymalny = det (X G X)

—1
B uklad E-optymalny = wartos¢ wlasna (X/G_1X>
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Zastosowania

= substancje promieniotwércze
= geodezja

m mieszanki paszowe

m optyka
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Cel badan

m Wyznaczenie estymatora wektora W o najmniejszym iloczynie wariancji
sktadowych w danej klasie.

m Wyznaczenie warunkéw koniecznych i dostatecznych, przy spelnieniu ktérych
iloczyn wariancji sktadowych tego estymatora jest najmniejszy.

B Wyprowadzenie wzoréw okreslajacych posta¢ macierzy ukltadu.

B Wyznaczenie metod konstrukcji macierzy spelniajacych wyprowadzone
warunki.

m Podanie planéw ukladéw optymalnych.
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Wstep
0O0000e

-G:g[(1_p)ln+p1n1’n],g>o, =L <p<t
® X € Upyp(0,1)
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Wyniki
000000000

m D zbiér p X p macierzy permutacji
mMpxp

_ 1 ,
M= ol > pep P MP

ptr(M)—1,M1,

| 1M1 —tr(M)
p(p—1) P p(p—1)

151,

=M=

tr(M) = tr(i)

! = ’

101, = 1,M1,
’

ptr(M)—1,M1 _ )
o= %ﬁp warto$é wlasna M o krotnosci p — 1

p(p
1,M1 _
mopp = pr warto$¢ wlasna M o krotnosci 1.
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Wyniki
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Macierz M dla analizowanego uktadu

1 !’ p ’ /:|
= | XX— ——X1,1,.X]| .
g(vp)[ T+p(n—1)" """

Oznaczmy X1, =k
(!

Macierz M ma dwie wartosci wiasne
" = ST [p1 Tk —k k] o krotnosci p — 1
1 ’ Yol
B 2 = o) [k k— W“ nK) ] o krotnosci 1

O (kK 1) (K ke e (170°)
= det(M) = P o1 TP (1)
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Wyniki
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Wyznaczenie takiego wektora k, aby uktad byt optymalny
’ ’ p—1 ’ P ’ 2
1,k —k k kk— —(1,k
(o= (Kie— g5 )
I

1§k§p7 h:1727"~7n
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Wyniki
000®e00000

9 ’ ’ p—1 ’ ’ o
" 5 (p1,,k—k k) (k k— an—w(‘nk)2> -
A (S0 kilp— k)P 2 =0
mky=ks, h#h,hh =1,2,...n
m X1, = k1,
m A= {2knp 74 ki(1 — ki) +p(p — 1) 7y kP~

e (S K)® = iy (ST ki) (S kil — ki))}'
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Wyniki
[e]e]e]e] lelelele}

Macierz ukfadu

X1p = k1n
_ nk(p—k) _ nk?
B = po)g(i—p) H2 = pgliren—1)
oy npkp+1(p7k)p—1
= detM) = Gp—ip=—TePti- (i AT

4
(k) = kP (p — k)P

wf(k)=0sp=klubk="2]
Bp=k = X=1p1,

— ()P (=P

1
.k:%ifmax Zp
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Wyniki
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Macierz uktadu : nieparzysta liczba obiektow

det(M) <

(p+1)(1 —p) ( n(p+1) )p
T+p(n—1) \4pg(1 —p)/) °
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Wyniki
000000800

Niech m; bedzie warto$cia wtasna o krotnosci p — 1, m, bedzie warto$cia wtasna o
krotnosci 1 p x p wymiarowej macierzy M.
Niech p1 bedzie warto$cia wtasna o krotnosci p — 1, u» bedzie wartoécia wtasna o
krotnosci 1 p x p wymiarowej macierzy M.
Jezeli
m(p—1)my+mo=(p—1)u1 + p2
mm < me
B oy < pp
B my <
to det(M) < det(M). _
Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy M = M.
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Wyniki
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Twierdzenie
Jezeli p = 2k — 1 oraz X € Upxp(0, 1) z macierza kowariancji btedéw
o2g [(1 — o) + p1,—,1;,] ,to

(P+ 1)1 =p) ( n(p+1) \°
det(M) < 1+p(n—1) (4pg(1—p)) '

Réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

_ n(p+1) ___pn(p+1) /
M= 2po(i =) <"’+ <1 P+ p(n— 1))) 1”‘*’) :
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Wyniki
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Szczegblny przypadek

Rozwazmy det(M), gdzie det(M) < {&r1=r (M)p jako funkcie p.

1+p(n—1) \ 4pg(1—p)
e —p) [ npt1) )’
Ue) = ) (4pg(1—p))

[ ] p~>1|ubp%7n1j:>u(p)~>oo
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Parzysta liczba obiektow
®00000

(p1;,k—k/k)p71 (k,k—W‘Mugk)z)

PP(p—1)P~TgP(1—p)P
p = 2s = maksimum det(M) nie jest osiagniete.
X1p=kinp, 1 <k<p
Liczby naturalne najblizsze k = 0.5(p+ 1) to k = 0.5p oraz k = 0.5(p + 2)
det(M(0.5p)) > det(M(0.5(p + 2))), gdzie M(x) wyznaczamy dla macierzy o
wiasnosci X1p = x15.

det(M) przyjmuje najwigksza wartos¢ dla parzystej liczby obiektéow p gdy k = 0.5p

i) < e=D0-p) np P
dev() < S0 (a5 Tr) -

det(M) =
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Parzysta liczba obiektow
0O@0000

Twierdzenie
Jezeli k = 0.5p oraz X € Upxp(0, 1) z macierza kowariancji btedéw
o2 [(1 = p)ln+ plnty], to

(b— 1)1 —p) p :
detM) < =) (4g<p—1)(1—p)) '

Réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

_ n p—2—p(n+p—2),
M= o= (P T )-
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Parzysta liczba obiektow
[e]e] lelele}

Szczegblny przypadek

Rozwazmy det(M) w postaci
_ _ _ P
det(l) < (p—1)(1—p) ( np )
1+p(n—1) \4g(p—1)(1—-p)
dla parzystej liczby obiektéw p jako funkcje p. Wtedy

_(e-n0-p) m
w0 =5 (sp=ni )

Jezeli p — 1 1ub p — —L to u(p) — oo.
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Parzysta liczba obiektow
[e]ele] lele}

Uktad X, dla ktérego X1, = 0.5p1, nie jest regularnie D-optymalny.
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Parzysta liczba obiektow
0000e0

X € Upxp(0,1)

— k1”1 —
m k= [ (k+1)1nn, }, k =0.5p
_ n(p+2)
=M= 2k
_ n(p+2) _ _n(p+2)
B 1= 2gpni—p) K2 = ag(i—p)

_ n(p+2) _ (p+2) /
M= sgpintis (o + (1~ Getada=my ) 1015)
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Parzysta liczba obiektow
[e]e]e]e]e] J

Twierdzenie

Jezeli p = 2k oraz X € Upxp(0, 1)z macierza kowariancji btedéw
o2g [(1 — )+ p1n1j,] 1o

n(p+2) )" (p+1 _ pmp(p+2) ) ,
4g(p+1)(1 —p) (p+1)(1 +p(n—1))

Réwnos¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy

___ n(p+2) . pn(p +2)
M= 20+ D —p) ("’* (1 CED +p(n—1))))'

det(M) < (

Jeslig = 1oraz p = 0, to det(X'X) < (p + 1) (Qg;ﬁg)p.
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Konstrukcje
®00000000000

m Uktad zréwnowazony o blokach niekompletnych z parametrami v, b, r, k, \i
macierza incydencji N
mX= NT

Twierdzenie

Niech v bedzie liczba nieparzysta oraz N bedzie macierza incydencji uktadu
zréwnowazonego o blokach niekompletnych z parametrami v =2k — 1, b =
r=2X\ Kk, \.

Wiedy X € Upxp{0, 1} w postaci X = NT jest macierza regularnego D-optymalnego
sprezynowego uktadu wagowego.

2X(2k—1)
k ’
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Konstrukcje
O@0000000000

Twierdzenie

Niech v bedzie liczba nieparzysta oraz N bedzie macierza incydencji uktadu
zréwnowazonego o blokach niekompletnych z parametrami

v=2t4+1,b=202t+1), r=2(t+1),k=A=t+1,t=12,---,
v=b=4t+3,r=k=2(t+1),A=t+1,

B _( 2t+1 (2t B [ 2t—1
V—21+1,b—< tad ),r—( ¢ ),k—t+1,/\_( 1 )
t= 1)27"'7
v==r,b=20 r=02+1,k=x=05(+1).
Wtedy X = N7 jest macierza regularnego D-optymalnego sprezynowego uktadu
wagowego w klasie Upxp{0, 1}.
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Konstrukcje
[e]e] lele]ele]e]ele]e]e]

Niech X € Unxp{0, 1} bedzie macierza sprezynowego uktadu wagowego w postaci
X=[Ny Ny |7,

gdzie Ns jest macierza incydencji uktadu zréwnowazonego o blokach niekompletnych z
parametrami v, bs, rs, ks, As, S = 1,2, n= by + bo, p = v.

Twierdzenie

Niech v = 2s. Jezeli istnieja macierze incydencji N¢ i No uktadéw BIB z parametrami v,
bs, rs, ks, As, s = 1,2, oraz

rn+r=2(\+A2)

bi=nr+nr
toX=[ Ny N ]—r € Unxp{0, 1} jest macierza D-optymalnego sprezynowego
uktadu wagowego.
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Konstrukcje
[e]e]e] le]ele]e]ele]e]e]

Niech v = 2s oraz Ns bedzie macierza incydencji uktadu BIB z parametrami v, bs, rs,
Ks, Xs, s =1,2,
v=4,b1=6,n=3, k=2 =10razv=4,b=4,n=3,k =3, =2,
v=6,b; =20,y =10, ki =3, \y =4dorazv=6,b, =15, = 10, ko = 4,

A2 =6,
v=28,b; =70, =35k =4, A\ =150razv =8, b, =56, 1, = 35, kp = 5,
A2 = 20,
v=10,b; =18, =9,k =5 X\ =4orazv=10,bp =15, =9, kp = 6,
A2 =3,
toX=[ Ny N }T € Unxp{0, 1} jest macierza D-optymalnego sprezynowego

uktadu wagowego.
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Konstrukcje
[e]e]e]e] lelele]ele]e]e]

¢ liczba grup

k liczba obiektow w grupie
v = (k liczba obiektow

b liczba blokéw

r liczba powtorzen

k wielko$¢ blokow

Dwa obiekty nalezace do tej samej grupy sa pierwszymi partnerami, dwa
obiekty nalezace do réznych grup sa drugimi partnerami.

As liczba spotkan ze sobg S-tych partneréw, s = 1,2
det (NN’) = rk(rk — vA2)S=1(r — Aq)S(s=1)
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Konstrukcje
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Uktad o grupach podzielnych

Ngp =

[ SO o S
O o TGy )
IO o RGO S
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Konstrukcje
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X=[Ny Ny ]",

gdzie Ns jest macierza incydencji uktadu o grupach podzielnych o tym samym
schemacie partnerstwa z parametrami v, bs, rs, Ks, As, Aog, S = 1,2, oraz

A1+ A2 = A21 + Az
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Konstrukcje
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Konstrukcja uktadu D-optymalnego

Twierdzenie

Niech v bedzie liczba parzysta. Jezeli istnieja macierze incydencji uktadéw o grupach
podzielnych o takim samym schemacie partnerstwa z parametrami v, bs, rs, ks, A1s,
Aog, = 1,2,
oraz

A1+ A2 = A1 + A2

r 4+ r2 = 2(A1 + M2 + A2 + A22)

bi=n+n
toX=1[ Ny N ]—r € Unxp{0, 1} jest macierza regularnego D-optymalnego
sprezynowego uktadu wagowego.

Matgorzata Graczyk, Bronistaw Ceranka 4 lipca 2024

31/39



Konstrukcje
000000008000

Konstrukcja uktadu D-optymalnego

Niech v bedzie liczba parzysta oraz Ns bedzie macierza incydencji uktadu o grupach
podzielnych o takim samym schemacie partnerstwa z parametrami v, bs, rs, ks, A1s,
Aog, § = 1,2. Jezeli
v =6 oraz
(1.1) by =4,1n=2k =3 1 =0X=1ibb=31n=2, i
(12) by =8, =4,k =3, M1 =0,X21 =2ibp =6,r2 =4, , , ,
(1.3) by =12,r1 =6,k =3, A1 =0, 21 =3ib2 =9, =6,kx =4, \j2 =6, A2 = 3,

toX = [ N; N, }T € Upxp{0, 1} jest macierza regularnego D-optymalnego
sprezynowego uktadu wagowego.
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Konstrukcje
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Konstrukcja uktadu efektywnego dla parzystej liczby obiektow

Twierdzenie
Jezeli N jest macierza incydencji uktadu zréwnowazonego o blokach niekompletnych z
parametrami v = 2k, b = 2r, r, k, A = 28:?; ,t0 X =NT € Upxp{0, 1} jest wysoce

efektywnym sprezynowym uktadem wagowym.
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Konstrukcje
000000000080

Konstrukcja uktadu efektywnego

Jezeli v jest liczba parzysta oraz N jest macierza incydencji uktadu zréwnowazonego o
blokach niekompletnych z parametrami

v=2t,b=202t—1),r=2t—1, k=t A=1t—1,

_ (2t _( 2t-1 . o e(t-1)
mv=zo= (2 )= (21 Jmeas (240,

t=2,3,---,10 X =NT € Upxp{0, 1} jest wysoce D-efektywnym sprezynowym
uktadem wagowym.
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Konstrukcje
00000000000 e

Wysoce D-efektywne sprezynowe uktady wagowe wyznaczamy
w tych klasach, w ktérych nie mozna wyznaczy¢ uktadéw D-optymalnych, np.
Usx4{0, 1}, U10x6{0, 1}.
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Dziekuje bardzo za uwage!
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