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Model

y = Xw + e

gdzie

y n × 1

w p × 1

X = (xij ) i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., p

X ∈ Un×p(0, 1) ⇒ sprȩżynowy układ wagowy

X ∈ Pn×p(−1, 0, 1) ⇒ chemiczny układ wagowy

E(e) = 0n, Var(e) = σ2G.
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Estymator

r(X) = p

ŵ =
(

X
′
G−1X

)−1
X

′
G−1y

Var (ŵ) = σ2
(

X
′
G−1X

)−1

M = X
′
G−1X macierz informacji dla układu X.
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Kryteria optymalności

Un×p(0, 1)
Pn×p(−1, 0, 1) σ2G η

(
X

′
G−1X

)−1

układ A-optymalny ⇒ tr
(

X
′
G−1X

)−1

układ D-optymalny ⇒ det
(

X
′
G−1X

)−1

układ E-optymalny ⇒ wartość własna
(

X
′
G−1X

)−1
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Zastosowania

substancje promieniotwórcze

geodezja

mieszanki paszowe

optyka
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Cel badań

Wyznaczenie estymatora wektora w o najmniejszym iloczynie wariancji
składowych w danej klasie.
Wyznaczenie warunków koniecznych i dostatecznych, przy spełnieniu których
iloczyn wariancji składowych tego estymatora jest najmniejszy.
Wyprowadzenie wzorów określaja̧cych postać macierzy układu.
Wyznaczenie metod konstrukcji macierzy spełniaja̧cych wyprowadzone
warunki.
Podanie planów układów optymalnych.
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G = g
[
(1 − ρ)In + ρ1n1

′
n

]
, g > 0, −1

n−1 < ρ < 1

X ∈ Un×p(0, 1)
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Macierz M̄

D zbiór p × p macierzy permutacji
M p × p

M̄ = 1
p!
∑

P∈D P
′
MP

M̄ =

(
ptr(M)−1

′
pM1p

p(p−1)

)
Ip +

1
′
pM1p−tr(M)

p(p−1) 1p1
′
p

tr(M̄) = tr(—M)

1
′
pM̄ 1p = 1

′
pM1p

µ1 =
ptr(M)−1

′
pM1p

p(p−1) wartość własna M̄ o krotności p − 1

µ2 =
1
′
pM1p

p wartość własna M̄ o krotności 1.
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Macierz M̄ dla analizowanego układu

M =
1

g(1 − ρ)

[
X

′
X −

ρ

1 + ρ(n − 1)
X

′
1n1

′
nX
]
.

Oznaczmy X1p = k
⇓

Macierz M̄ ma dwie wartości własne

µ1 = 1
p(p−1)g(1−ρ)

[
p1

′
nk − k

′
k
]

o krotności p − 1

µ2 = 1
pg(1−ρ)

[
k
′
k − ρ

1+ρ(n−1) (1
′
nk)2

]
o krotności 1

det(M̄) =

(
p1

′
nk−k

′
k
)p−1(

k
′
k− ρ

1+ρ(n−1) (1
′
nk)2

)
pp(p−1)p−1gp(1−ρ)p
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Cel

Wyznaczenie takiego wektora k, aby układ był optymalny(
p1

′
nk − k

′
k
)p−1

(
k
′
k −

ρ

1 + ρ(n − 1)
(1

′
nk)2

)
⇓

1 ≤ k ≤ p, h = 1, 2, ..., n
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∂
∂kh

(
p1

′
nk − k

′
k
)p−1 (

k
′
k − ρ

1+ρ(n−1) (1
′
nk)2

)
=

A ·
(∑n

i=1 ki (p − ki )
)p−2

= 0

kh = kh′ , h ̸= h
′
, h, h

′
= 1, 2, ..., n

X1p = k1n

A =
{

2khp
∑n

i=1 ki (1 − ki) + p(p − 1)
∑n

i=1 k2
i −

ρ(p−1)(p−2kh)
1+ρ(n−1)

(∑n
i=1 ki

)2 − 2ρ
1+ρ(n−1)

(∑n
i=1 ki

) (∑n
i=1 ki (p − ki )

)}
.
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Wstȩp Wyniki Parzysta liczba obiektów Konstrukcje Literatura

Macierz układu

X1p = k1n

µ1 = nk(p−k)
p(p−1)g(1−ρ)

, µ2 = nk2

pg(1+ρ(n−1))

det(M̄) = npkp+1(p−k)p−1

pp(p−1)p−1gp(1−ρ)p−1(1+ρ(n−1))
.

⇓

f (k) = kp+1(p − k)p−1

f
′
(k) = 0 ⇔ p = k lub k = p+1

2

p = k ⇒ X = 1n1
′
n

k = p+1
2 ⇒ fmax = (p+1)p+1(p−1)p−1

4p .
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Macierz układu : nieparzysta liczba obiektów

k = p+1
2

det(M̄) ≤
(p + 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
n(p + 1)

4pg(1 − ρ)

)p
.
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Niech m1 bȩdzie wartościa̧ własna̧ o krotności p − 1, m2 bȩdzie wartościa̧ własna̧ o
krotności 1 p × p wymiarowej macierzy M.
Niech µ1 bȩdzie wartościa̧ własna̧ o krotności p − 1, µ2 bȩdzie wartościa̧ własna̧ o
krotności 1 p × p wymiarowej macierzy M̄.
Jeżeli

(p − 1)m1 + m2 = (p − 1)µ1 + µ2

m1 ≤ m2

µ1 ≤ µ2

m1 ≤ µ1

to det(M) ≤ det(M̄).
Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy M = M̄.

Małgorzata Graczyk, Bronisław Ceranka 4 lipca 2024 15 / 39
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Twierdzenie
Jeżeli p = 2k − 1 oraz X ∈ Un×p(0, 1) z macierza̧ kowariancji błȩdów

σ2g
[
(1 − ρ)In + ρ1n1

′
n

]
, to

det(M) ≤
(p + 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
n(p + 1)

4pg(1 − ρ)

)p
.

Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

M =
n(p + 1)

4pg(1 − ρ)

(
Ip +

(
1 −

ρn(p + 1)
p(1 + ρ(n − 1))

)
1p1

′
p

)
.
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Szczególny przypadek

Rozważmy det(M̄), gdzie det(M) ≤ (p+1)1−ρ
1+ρ(n−1)

(
n(p+1)

4pg(1−ρ)

)p
jako funkcjȩ ρ.

u(ρ) =
(p + 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
n(p + 1)

4pg(1 − ρ)

)p

ρ → 1 lub ρ → − 1
n−1 ⇒ u(ρ) → ∞
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det(M̄) =

(
p1

′
nk−k

′
k
)p−1(

k
′
k− ρ

1+ρ(n−1) (1
′
nk)2

)
pp(p−1)p−1gp(1−ρ)p

p = 2s ⇒ maksimum det(M̄) nie jest osia̧gniȩte.

X1p = k1n, 1 ≤ k < p

Liczby naturalne najbliższe k = 0.5(p + 1) to k = 0.5p oraz k = 0.5(p + 2)

det(M̄(0.5p)) > det(M̄(0.5(p + 2))), gdzie M̄(x) wyznaczamy dla macierzy o
własności X1p = x1n.

det(M) przyjmuje najwiȩksza̧ wartość dla parzystej liczby obiektów p gdy k = 0.5p

det(M̄) ≤ (p−1)(1−ρ)
1+ρ(n−1)

(
np

4g(p−1)(1−ρ)

)p
.
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Twierdzenie
Jeżeli k = 0.5p oraz X ∈ Un×p(0, 1) z macierza̧ kowariancji błȩdów

σ2g
[
(1 − ρ)In + ρ1n1

′
n

]
, to

det(M) ≤
(p − 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
np

4g(p − 1)(1 − ρ)

)p
.

Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

M =
n

4g(p − 1)(1 − ρ)

(
pIp +

p − 2 − ρ(n + p − 2)
1 + ρ(n − 1)

1p1
′
p

)
.
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Szczególny przypadek

Rozważmy det(M̄) w postaci

det(M̄) ≤
(p − 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
np

4g(p − 1)(1 − ρ)

)p

dla parzystej liczby obiektów p jako funkcjȩ ρ. Wtedy

u(ρ) =
(p − 1)(1 − ρ)

1 + ρ(n − 1)

(
np

4g(p − 1)(1 − ρ)

)p
.

Jeżeli ρ → 1 lub ρ → −1
n−1 to u(ρ) → ∞.
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Uwaga

Układ X, dla którego X1p = 0.5p1n nie jest regularnie D-optymalny.
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X ∈ Un×p(0, 1)

k =

[
k1n1

(k + 1)1n−n1

]
, k = 0.5p

n1 = n(p+2)
2(p+1)

µ1 = n(p+2)
4g(p+1)(1−ρ)

, µ2 = n(p+2)
4g(1−ρ)

M = n(p+2)
4g(p+1)(1−ρ)

(
Ip +

(
1 − (p+2)

(p+1)(1+ρ(n−1))

)
1p1

′
p

)
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Twierdzenie
Jeżeli p = 2k oraz X ∈ Un×p(0, 1)z macierza̧ kowariancji błȩdów

σ2g
[
(1 − ρ)In + ρ1n1

′
n

]
, to

det(M) ≤
(

n(p + 2)
4g(p + 1)(1 − ρ)

)p (
p + 1 −

ρnp(p + 2)
(p + 1)(1 + ρ(n − 1))

)
.

Równość jest spełniona wtedy i tylko wtedy, gdy

M =
n(p + 2)

4g(p + 1)(1 − ρ)

(
Ip +

(
1 −

ρn(p + 2)
(p + 1)(1 + ρ(n − 1))

))
.

Jeśli g = 1 oraz ρ = 0, to det(X
′
X) ≤ (p + 1)

(
n(p+2)
4(p+1)

)p
.
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Układ zrównoważony o blokach niekompletnych z parametrami v , b, r , k , λ i
macierza̧ incydencji N
X = N⊤

Twierdzenie
Niech v bȩdzie liczba̧ nieparzysta̧ oraz N bȩdzie macierza̧ incydencji układu
zrównoważonego o blokach niekompletnych z parametrami v = 2k − 1, b = 2λ(2k−1)

k ,
r = 2λ, k , λ.
Wtedy X ∈ Un×p{0, 1} w postaci X = N⊤ jest macierza̧ regularnego D-optymalnego
sprȩżynowego układu wagowego.
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Twierdzenie

Niech v bȩdzie liczba̧ nieparzysta̧ oraz N bȩdzie macierza̧ incydencji układu
zrównoważonego o blokach niekompletnych z parametrami

1 v = 2t + 1, b = 2(2t + 1), r = 2(t + 1), k = λ = t + 1, t = 1, 2, · · · ,
2 v = b = 4t + 3, r = k = 2(t + 1), λ = t + 1,

3 v = 2t + 1, b =

(
2t + 1
t + 1

)
, r =

(
2t
t

)
, k = t + 1, λ =

(
2t − 1
t − 1

)
t = 1, 2, · · · ,

4 v = t2, b = 2t2, r = t2 + 1, k = λ = 0.5(t2 + 1).

Wtedy X = N⊤ jest macierza̧ regularnego D-optymalnego sprȩżynowego układu
wagowego w klasie Un×p{0, 1}.
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Niech X ∈ Un×p{0, 1} bȩdzie macierza̧ sprȩżynowego układu wagowego w postaci

X =
[

N1 N2
]⊤

,

gdzie Ns jest macierza̧ incydencji układu zrównoważonego o blokach niekompletnych z
parametrami v , bs , rs , ks , λs , s = 1, 2, n = b1 + b2, p = v .

Twierdzenie
Niech v = 2s. Jeżeli istnieja̧ macierze incydencji N1 i N2 układów BIB z parametrami v ,
bs , rs , ks , λs , s = 1, 2, oraz

1 r1 + r2 = 2(λ1 + λ2)

2 b1 = r1 + r2

to X =
[

N1 N2
]⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest macierza̧ D-optymalnego sprȩżynowego

układu wagowego.
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Niech v = 2s oraz Ns bȩdzie macierza̧ incydencji układu BIB z parametrami v , bs , rs ,
ks , λs , s = 1, 2,

1 v = 4, b1 = 6, r1 = 3, k1 = 2, λ1 = 1 oraz v = 4, b2 = 4, r2 = 3, k2 = 3, λ2 = 2,

2 v = 6, b1 = 20, r1 = 10, k1 = 3, λ1 = 4 oraz v = 6, b2 = 15, r2 = 10, k2 = 4,
λ2 = 6,

3 v = 8, b1 = 70, r1 = 35, k1 = 4, λ1 = 15 oraz v = 8, b2 = 56, r2 = 35, k2 = 5,
λ2 = 20,

4 v = 10, b1 = 18, r1 = 9, k1 = 5, λ1 = 4 oraz v = 10, b2 = 15, r2 = 9, k2 = 6,
λ2 = 5,

5 · · ·
to X =

[
N1 N2

]⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest macierza̧ D-optymalnego sprȩżynowego
układu wagowego.
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Układ o grupach podzielnych

ζ liczba grup
κ liczba obiektów w grupie
v = ζκ liczba obiektów
b liczba bloków
r liczba powtórzeń
k wielkość bloków
Dwa obiekty należa̧ce do tej samej grupy sa̧ pierwszymi partnerami, dwa
obiekty należa̧ce do różnych grup sa̧ drugimi partnerami.
λs liczba spotkań ze soba̧ s-tych partnerów, s = 1, 2

det
(

NN
′
)
= rk(rk − vλ2)

ζ−1(r − λ1)
ζ(κ−1)
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Wstȩp Wyniki Parzysta liczba obiektów Konstrukcje Literatura

Układ o grupach podzielnych

v = 6, b = 3, r = 2, k = 4, λ1 = 2, λ2 = 1

ζ = 2, κ = 3
1 4
2 5
3 6

NGP =


1 0 1
1 1 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
0 1 1


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X =
[

N1 N2
]⊤

,

gdzie Ns jest macierza̧ incydencji układu o grupach podzielnych o tym samym
schemacie partnerstwa z parametrami v , bs , rs , ks , λ1s , λ2s , s = 1, 2, oraz

λ11 + λ12 = λ21 + λ22.
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Konstrukcja układu D-optymalnego

Twierdzenie
Niech v bȩdzie liczba̧ parzysta̧. Jeżeli istnieja̧ macierze incydencji układów o grupach
podzielnych o takim samym schemacie partnerstwa z parametrami v , bs , rs , ks , λ1s ,
λ2s , s = 1, 2,
oraz

1 λ11 + λ12 = λ21 + λ22

2 r1 + r2 = 2(λ11 + λ12 + λ21 + λ22)

3 b1 = r1 + r2

to X =
[

N1 N2
]⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest macierza̧ regularnego D-optymalnego

sprȩżynowego układu wagowego.
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Konstrukcja układu D-optymalnego

Niech v bȩdzie liczba̧ parzysta̧ oraz Ns bedzie macierza̧ incydencji układu o grupach
podzielnych o takim samym schemacie partnerstwa z parametrami v , bs , rs , ks , λ1s ,
λ2s , s = 1, 2. Jeżeli

1 v = 6 oraz
(1.1) b1 = 4, r1 = 2, k1 = 3, λ11 = 0, λ21 = 1 i b2 = 3, r2 = 2, k2 = 4, λ12 = 2, λ22 = 1,
(1.2) b1 = 8, r1 = 4, k1 = 3, λ11 = 0, λ21 = 2 i b2 = 6, r2 = 4, k2 = 4, λ12 = 4, λ22 = 2,
(1.3) b1 = 12, r1 = 6, k1 = 3, λ11 = 0, λ21 = 3 i b2 = 9, r2 = 6, k2 = 4, λ12 = 6, λ22 = 3,

...

to X =
[

N1 N2
]⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest macierza̧ regularnego D-optymalnego

sprȩżynowego układu wagowego.
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Konstrukcja układu efektywnego dla parzystej liczby obiektów

Twierdzenie
Jeżeli N jest macierza̧ incydencji układu zrównoważonego o blokach niekompletnych z
parametrami v = 2k , b = 2r , r , k , λ = b(v−2)

4(v−1) , to X = N⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest wysoce
efektywnym sprȩżynowym układem wagowym.
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Konstrukcja układu efektywnego

Jeżeli v jest liczba̧ parzysta̧ oraz N jest macierza̧ incydencji układu zrównoważonego o
blokach niekompletnych z parametrami

1 v = 2t , b = 2(2t − 1), r = 2t − 1, k = t , λ = t − 1,

2 v = 2t , b =

(
2t
t

)
, r =

(
2t − 1
t − 1

)
, k = t , λ =

(
2(t − 1)

t − 2

)
,

t = 2, 3, · · · , to X = N⊤ ∈ Un×p{0, 1} jest wysoce D-efektywnym sprȩżynowym
układem wagowym.
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Uwaga

Wysoce D-efektywne sprȩżynowe układy wagowe wyznaczamy
w tych klasach, w których nie można wyznaczyć układów D-optymalnych, np.
U6×4{0, 1}, U10×6{0, 1}.
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Dziȩkujȩ bardzo za uwagȩ !
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